
7. ÍÅËÈÍÅÉÍÀ ÐÀÄÈÀËÍÎÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÀN -ÌÅÐÍÀ ÇÀÄÀ×À
ÇÀ ÌÈÃÍÎÂÅÍ ÒÎ×ÊÎÂ ÈÇÒÎ×ÍÈÊ

7.1. Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà. Ïðè èçáóõâàíåòî íà ÿäðåíà åêñïëîçèÿ
â ìîìåíòà t = 0 ñå îñâîáîæäàâà åíåðãèÿ e, íî âúçäóõúò îñòàâà â ïîêîé.
Ñèëíè òîïëèííè âúëíè ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò â íåïîäâèæíèÿ ãàç. Íà òîçè åòàï
ðàäèàöèîííèÿò ïðåíîñ íà åíåðãèÿ ïðîòè÷à ñúñ ñêîðîñò ìíîãî ïúòè íàäâèøàâàùà
ñêîðîñòòà íà çâóêà è çàòîâà õèäðîäèíàìè÷íèÿò ïðåíîñ íà âåùåñòâî ìîæå äà
áúäå ïðåíåáðåãíàò. Tîïëîïðîâîäíîñòòà íà âúçäóõà çàâèñè îñíîâíî îò èçëú÷âàíåòî
è êîåôèöèåíòúò íà òîïëîïðîâîäíîñò k ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ñòåïåííà
ôóíêöèÿ íà òåìïåðàòóðàòà u:

k(u) = k0u
σ.

Ñòîéíîñòòà íà σ å ïðèáëèçèòåëíî 5. Çàâèñèìîñòòà íà òîïëîåìêîñòòà cv =
cρ îò òåìïåðàòóðàòà å çíà÷èòåëíî ïî-ñëàáà è íà ïúðâî âðåìå ìîæå äà áúäå
ïðåíåáðåãíàòà.

7.2. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà çàäà÷àòà å:

(1) cρ
∂u

∂t
=

1

rN−1

∂

∂r

(
rN−1k0u

σ ∂u

∂r

)
,

(2) u(r, 0) ≡ 0, r 6= 0,

(3) ωNcρ
∫ ∞

0
rN−1u(r, t)dr = e, ωN =

2π
N
2

Γ
(
N
2

) ,

(4) lim
r→0

rN−1uσ
∂u

∂r
= 0, t > 0,

(5) lim
r→∞u(r, t) = 0, t > 0,

(6) uσ
∂u

∂r
= 0, àêî u = 0.

Ñïîðåä ïîñëåäíîòî óñëîâèå (êîåòî å íîâî â ñðàâíåíèå ñ óñëîâèÿòà ïðè
ëèíåéíàòà çàäà÷à), òîïëèííèÿò ïîòîê uσur òðÿáâà äà áúäå ðàâåí íà 0 â òî÷êèòå,
â êîèòî òåìïåðàòóðàòà u å íóëà .

7.3. Ðàçìåðíîñòåí àíàëèç. Ïðåïèñâàìå óðàâíåíèå (1) âúâ âèäà:

(1′)
∂u

∂t
=

1

rN−1

∂

∂r

(
rN−1auσ

∂u

∂r

)
,

êúäåòî a =
k0

cρ
. Òîãàâà òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòòà å κ = auσ. Äà îçíà÷èì

Q =
e

cρ
=

e

cv
. Íàøèÿò îïèò äîñåãà ïîêàçâà, ÷å òîâà îòíîøåíèå ñå ïîÿâÿâà
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ïðè àâòîìîäåëíèÿ çàêîí è çàòîâà ìîæåì äà íàìàëèì áðîÿ íà ó÷àñòâàùèòå
ïðîìåíëèâè â ðàçìåðíîñòíèÿ àíàëèç:

t, r, u, Q, a,

è äà ïîëó÷èì ôèçè÷åí çàêîí îò âèäà
g(t, r, u,Q, a) = 0.

Çà îñíîâíè ðàçìåðíîñòè èçáèðàìå T , L, Θ. Òîãàâà
[Q] = [e/cv] = ΘLN ,

[a] = [κ/uσ] = L2T−1Θ−σ.

Ðàçìåðíîñòíàòà ìàòðèöà A ñåãà å:

T
L
Θ

t r u Q a


1 0 0 0 −1
0 1 0 N 2
0 0 1 1 −σ


 .

Òóê m = 5, n = 3 è rank(A) = 3. Ñëåäîâàòåëíî èìà m−r = 2 áåçðàçìåðíè
âåëè÷èíè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò îò t, r, u, Q è a. Ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà å:




α1 − α5 = 0
α2 +Nα4 + 2α5 = 0
α3 + α4 − σα5 = 0

Ïúðâî ïîëàãàìå α3 = 1, α2 = 0. Òîãàâà

α5 = α1 =
N

Nσ + 2
, α4 = − 2

Nσ + 2
·

Ñëåä òîâà ïîëàãàìå α3 = 0, α2 = 1. Òîãàâà

α5 = α1 = − 1

Nσ + 2
, α4 = − σ

Nσ + 2
·

Ñúîòâåòíèòå áåçðàçìåðíè âåëè÷èíè ñà

π1 = u(ta)
N

Nσ+2Q−
2

Nσ+2 , π2 = r(ta)−
1

Nσ+2Q−
σ

Nσ+2 .

Òàêà íàìèðàìå ôèçè÷íèÿ çàêîí π1 = f(π2), èëè:
(7) u(r, t) = (ta)−

N
Nσ+2Q

2
Nσ+2f(ξ),

(8) ξ =
r

(ta)
1

Nσ+2Q
σ

Nσ+2

·

7.4. Àâòîìîäåëíî óðàâíåíèå è íåãîâîòî ðåøåíèå. Çà äà îïðåäåëèì
ôóíêöèÿòà f(ξ), çàìåñòâàìå (7), (8) â (1′). Òîâà âîäè äî ñëåäíîòî íåëèíåéíî
îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà f = f(ξ):

1

ξN−1

(
ξN−1fσf ′

)′
+

1

Nσ + 2
ξf ′ +

N

Nσ + 2
f = 0, ξ > 0,
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èëè êàòî óìíîæèì ñ ξN−1:

(9)
(
ξN−1fσf ′

)′
+

1

Nσ + 2
(ξNf)′ = 0, ξ > 0.

Èìàéêè ïðåäâèä (7), îò (4), (5) è (6) íàìèðàìå ñëåäíèòå óñëîâèÿ çà f(ξ):
(10) lim

ξ→o
ξN−1fσf ′ = 0, èëè lim

ξ→0
fσf ′ = 0

çà îãðàíè÷åíàòà â ξ = 0 ôóíêöèÿ f(ξ);
(11) lim

ξ→∞
f(ξ) = 0,

(12) fσf ′ = 0, àêî f = 0.

Êàòî èíòåãðèðàìå (9), ïîëó÷àâàìå

fσf ′ +
1

Nσ + 2
ξf = C, ξ > 0,

è êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèåòî (12), íàìèðàìå C = 0, òàêà

(13) fσf ′ +
1

Nσ + 2
ξf = 0, ξ > 0.

Ñëåä ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è èíòåãðèðàíå ïîëó÷àâàìå
fσ =

−σ
2(Nσ + 2)

ξ2 + C.

Èçáèðàìå C âúâ âèäà:
C =

σ

2(Nσ + 2)
ξ2

0

ñ íîâà íåèçâåñòíà êîíñòàíòà ξ0. Òàêà

(14) f(ξ) =

[
σ

2(Nσ + 2)
(ξ2

0 − ξ2)+

]1/σ

.

Çà äà îïðåäåëèì ξ0 èçïîëçâàìå óñëîâèå (3) è çàìåñòâàìå (7), (8) â íåãî .
Òîâà äàâà

ωN

∫ ∞
0

ξN−1f(ξ)dξ = 1,

ωNK
∫ ξ0

0
ξN−1(ξ2

0 − ξ2)1/σdξ = 1, K =

[
σ

2(Nσ + 2)

]1/σ

.

Ñëåä ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå η = ξ/ξ0 íàìèðàìå

ωNKξ
N+ 2

σ
0

∫ 1

0
ηN−1(1− η2)1/σdη = 1.

Ïîçíàòèÿò èíòåãðàë
∫ 1

0
xm(1− x2)pdx =

Γ(p+ 1)Γ
(
m+1

2

)

2Γ
(
p+ m+3

2

) , p+ 1 > 0, m+ 1 > 0
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äàâà

(15) ξ0 =


Γ

(
1
σ

+ N
2

+ 1
)

Γ
(
1 + 1

σ

)
π
N
2

(
2(Nσ + 2)

σ

)1/σ



σ
Nσ+2

,

Òàêà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (1)-(6) å:

(16) us(r, t) = (ta)−
N

Nσ+2Q
2

Nσ+2


 σ

2(Nσ + 2)


ξ2

0 −
r2

(taQσ)
2

Nσ+2






1/σ

çà r ≤ rf = ξ0(σ,N) [taQσ]
1

Nσ+2 ,
us(r, t) = 0 çà r ≥ rf .

Òî÷êàòà rf = rf (t) îïðåäåëÿ íîñèòåëÿ íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå. Íàðè÷à
ñå òî÷êà íà òîïëèííèÿ ôðîíò.

7.5. Ñâîéñòâà íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå.

1. Êðàéíà ñêîðîñò íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîïëèíàòà: àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå
èìà êðàåí íîñèòåë çà âñÿêî t > 0.

2. Àìïëèòóäàòà íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå íàìàëÿâà ñ âðåìåòî ïî çàêîíà:
us,max(t) = us(0, t) = C(σ,N)Q

2
Nσ+2a

−N
Nσ+2 t

−N
Nσ+2 → 0, t→∞

è çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà ïðîñòðàíñòâîòî N . (çàùî?)

3. Òîïëèííèÿò ôðîíò rf (t) ñå óâåëè÷àâà ñ òåìïåðàòóðàòà ïî çàêîíà:

rf (t) = ξ0(σ,N)Q
σ

Nσ+2a
1

Nσ+2 t
1

Nσ+2 →∞, t→∞
è çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà ïðîñòðàíñòâîòî N .

4. Àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå å êëàñè÷åñêî ðåøåíèå (è áåçêðàéíî äèôåðåíöèðóåìî)
íàâñÿêúäå îñâåí âúðõó èçðîäåíàòà ïîâúðõíèíà

∂D =
[
r = (Qσta)

1
Nσ+2 ξ0

]
×R+,

êúäåòî òî èìà íåïðåêúñíàò òîïëèíåí ïîòîê uσsus,r.

5. limt→0+ us(0, t) =∞. Òàêà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå îòãîâàðÿ íà íà÷àëíèòå
äàííè:

us(x, 0) = Qδ(x), x ∈ RN ,

êúäåòî δ(x) å äåëòà ôóíêöèÿòà íà Äèðàê.
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7.6. Àñèìïòîòè÷íà óñòîé÷èâîñò íà àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå.

Àâòîìîäåëíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ðåøåíèåòî u(r, t) íà çàäà÷àòà (1), (3)-(6)
ñ ïðîèçâîëíè íà÷àëíè äàííè u0(r)

u(r, 0) = u0(r), ωN

∫ ∞
0

rN−1u0(r)dr = Q,

å ôóíêöèÿòà
f̄(ξ, t) = u(r, t)(ta)

N
Nσ+2Q−

2
Nσ+2 , ξ =

r

(taQσ)
1

Nσ+2

.

Ìîæå äà áúäå äîêàçàíî, ÷å àâòîìîäåëíîòî ðåøåíèå(16) å àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî:

||f̄(ξ, t)− f(ξ)||C(RN ) → 0, t→∞.
êúäåòî f(ξ) å àâòîìîäåëíàòà ôóíêöèÿ (14).
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